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�é�ª�ô�Ü�)�é�ª�ô�Ü�)  

�‰�•�Y�‚�³���¾�Ë�Y���•�{�, �� �Ê�u�Y�€�—���€�·�€�f�À�¯���®�Ë�Ê�‹�‚�¤�·�� �|�9�» (Sliding Mode) ���º�f�ˆ�Ì�‡���É�Y�€�]Ball And Beam �Ä�W�Y�•�Y �d�‡�Y���Ã�|�‹ .���Y�|�f�]�Y

�É�•�Â�X�e �¹�€�¿���®�À�Ì�·�Â�¼�Ì�‡���Š�z�]���•�Y���Ã�{�Z�¨�f�‡�Y���Z�]���Ä�»�Y�{�Y���•�{���Á���Ã�|�‹���½�Z�Ì�]���Ê�·�€�f�À�¯���‰�Á�•���¾�Ë�Y���Ä�]���•�Â�]�€�»���É�Z�Å ���•�Y�‚�§�YMATLAB���€�·�€�f�À�¯���,

�Ä�Ì�^�‹���Á���Ê�u�Y�€�—���•�Â�¯�~�»���º�f�ˆ�Ì�‡���É�Y�€�]���Ê�‹�‚�¤�·���|�9�» ���É�•�Z�‡�|�Ë�{�€�³�d�‡�Y���Ã .  
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�ê�ã�ª�Ø�ã�ê�ã�ª�Ø�ã  

�Y�� �Ä�]�� �Ä�m�Â�e�� �Z�]�� �Ä�¯�� �d�Ì� �«�Y�Á�� �¾�Ë�{�Â�m�Á �� �d�Ì� �˜�«�� �¹�|�Ÿ(Uncertainty) �º�f�ˆ�Ì�‡�� �•�{ �[�Z�À�f�m�Y�� �É�€�»�Y�� �Z�Å ���Ä�]�� �Š�Ë�Y�€�³�� �Y�~�·�� �,�d�‡�Y�� �€�Ë�~�a�Z�¿

�µ�€�f�À�¯�� �Ê�u�Y�€�—�� �d�¼�‡ �Ã�|�À�À�¯ �� �¹�Á�Z�¬�»�� �É�Z�Å(Robust) �d�Ì� �˜�«�� �¹�|�Ÿ�� �€�]�Y�€�]�� �•�{ �Ä�¸�X�ˆ�»�� �Z�Å �Ê�»�� �€�œ�¿�� �Ä�]�� �É�•�Á�€�“�� �É�Y �|�‡�•. �� �Ó�Â�•�Y���ž�]�Z�À�»

�¹�|�Ÿ ���d�Ì� �˜�«�Ê�»���Y�• ���Ä�]���½�Y�Â�e�{�€�¯���º�Ì�ˆ�¬�e���Ä�f�‡�{���Á�{:  

1. ���Ä�f�§�Z�Ë���•�Z�f�y�Z�‡���d�Ì� �˜�«���¹�|�Ÿ(Structured) ���®�Ë�€�f�»�Y�•�Z�a���Z�Ë(Parametric). 

2. �� �Ä�f�§�Z�Ì�¿�� �•�Z�f�y�Z�‡�� �d�Ì� �˜�«�� �¹�|�Ÿ(Unstructured) �� �½�{�Â�]�� �Ê�˜�y�€�Ì�£�� �¶�»�Z�‹�� �Ä�¯(Nonlinearity) �®�Ì�»�Z�À�Ë�{�� �Á ���É�Z�Å

���Ã�|�Œ�¿���µ�|�»(Unmodeled Dynamics) �Ê�» �{�Â�‹. 
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�º�f�ˆ�Ì�‡�� �½�{�€�¯�� �µ�|�»�� �•�{�� �d�Ì� �˜�«�� �¹�|�Ÿ�� �{�Â�m�Á�� �Ä�°�À�Ë�Y�� �Ä�]�� �Ä�m�Â�e�� �Z�] �Ê�»�� �Ê�˜�y�€�Ì�£�� �É�Z�Å �Y�Â�e�¾�Ë�Y�� �µ�€�f�À�¯�� �•�{�� �É�|�Ë�|�‹�� �c�Y�€�i�Y�� �|�¿ ���Ä�¿�Â�³

�º�f�ˆ�Ì�‡ ���•�Y���Ã�{�Z�¨�f�‡�Y���Y�~�·���,�{�•�Y�~�´�]���Z�m���Ä�]���Z�Å�Ê�‹�‚�¤�·���|�9�»���µ�€�f�À�¯���Ä�¯���,���¹�Á�Z�¬�»���‰�Á�•���®�Ë���,�d�‡�Y�Ê�» �|�À�¯���Ä�¸�]�Z�¬�»���¶�°�Œ�»���¾�Ë�Y���Z�]���|�¿�Y�Â�e. ���Z�Ÿ�Â�¿

�µ�€�f�À�¯���®�Ë���•�Z�f�y�Z�‡ �Ê�»���¶�Ì�°�Œ�e���€�Ë�•���Š�z�]���Á�{���•�Y���¹�Á�Z�¬�»���Ã�|�À�À�¯ �{�Â�‹:  

1- �É�{�Z�Ÿ���Š�z�]�- �Ê�˜�y���|�À�¿�Z�» �…�Â�°� �»���µ�€�f�À�¯���½�Â�¿�Z�«���Z�Ë���®�]�|�Ì�§���É�•�Z�‡. 

2- �Ã�{�Á�‚�§�Y���Š�z�]�- ���¹�|�Ÿ���Z�]���Ä�¯ �d�Ì� �˜�« �{�•�Y�{���•�Z�¯�Á�€�‡���µ�|�9�»���•�{���{�Â�m�Â�»���É�Z�Å. 

���µ�í�­���ò�Ó�®�Ì�ã���µ�í�­���ò�Ó�®�Ì�ã�ò�·�°�Ð�ß���ª �õ�ã�ò�·�°�Ð�ß���ª �õ�ã  ((SSll iiddiinngg  MM ooddee))  

�Ê�»���c�P�Œ�¿���Z�n�À�Ë�Y���•�Y���Ê�‹�‚�¤�·���|�9�»���Ê�·�€�f�À�¯���‰�Á�•���Ê�¸�•�Y���Ç�|�Ë�Y ���Ä�m�•�{���Ê�˜�y�€�Ì�£���º�f�ˆ�Ì�‡���®�Ë���µ�€�f�À�¯���Ä�¯���{�€�Ì�³1 ���,�d�Ì� �˜�«���¹�|�Ÿ���{�Â�m�Á���Z�]

�Ã�{�Z�‡ ���Ä�m�•�{���Ê�˜�y�€�Ì�£���º�f�ˆ�Ì�‡���®�Ë���µ�€�f�À�¯���•�Y���€�en �d�‡�Y .�X�ˆ�»���d�¬�Ì�¬�u���•�{���Ä�m�•�{���Ä�¸n ���Ä�m�•�{���º�f�ˆ�Ì�‡���®�Ë���µ�{�Z� �»���Ä�¸�X�ˆ�»���Z�]���Y�•1 

�Ê�»���¾�Ë�‚�´�Ë�Z�m �º�Ì�À�¯ .���{�Â�m�Á���Z�]���Ä�Æ�m�Y�Â�»���•�{���\�‡�Z�À�»���{�€�°�¸�¼�Ÿ���Á���É�•�Y�|�Ë�Z�a���Ä�¸�X�ˆ�»���É�Y�€�]���®�Ì�e�Z�¼�f�ˆ�Ì�‡���‰�Á�•���®�Ë���Ê�‹�‚�¤�·�� �|�9�»���µ�€�f�À�¯

�Ê�»���Ä�W�Y�•�Y���µ�|�»���•�{���d�«�{���¹�|�Ÿ �|�À�¯ .�Ê�»���,�[�Â�¸�˜�»���{�€�°�¸�¼�Ÿ���Á���½�{�€�¯���µ�|�»���¾�Ì�]���Ä�v�·�Z�•�»���½�Z�°�»�Y���É�•�Y�€�«�€�]���Z�] ���|�À�Ë�M�€�§���•�Y���Ê�§�Z�¨�‹���|�Ë�{���½�Y�Â�e

�{�•�Á�M�� �d�‡�{�� �Ä�]�� �Ê�u�Y�€�— .�Ä�]�� �‰�Á�•�� �¾�Ë�Y �º�f�ˆ�Ì�‡�� �•�{�� �É�‚�Ì�»�M�� �d�Ì�¬�§�Â�»�� �•�Â�— �� �¶�j�»�� �Ê�Ë�Z�Å�c�Z�]�•�� �É�Á�•�Z�] �Z�Å�� �,�Ê�]�M�€�Ë�•�� �Ä�Ì�¸�¬�¿�� �¶�Ë�Z�‡�Á���,

�Ä�¯�€�v�»���Á���Z�Å�•�Â�e�Â�» �Ê�Ë�Á�•�{�Â�y���É�Z�Å���,�Ó�Z�]���{�€�°�¸�¼�Ÿ���d�Ì�¸�]�Z�«���Z�]���Ê�°�Ë�€�f�°�·�Y���É�Z�Å�•�Â�e�Â�» �� �Á�º�f�ˆ�Ì�‡ �c�•�|�«���É�Z�Å �Ä�] ���Ã�|�‹���Ä�f�§�€�³���•�Z�¯

�d�‡�Y.  

���µ�°�Ð�ß���Ê�Ä�³���µ�°�Ð�ß���Ê�Ä�³((SSll iiddiinngg  SSuurr ffaaccee))  

�®�e�� �Ê�°�Ì�»�Z�À�Ë�{�� �º�f�ˆ�Ì�‡-���Ä�·�{�Z� �»�� �Z�]�� �É�{�Á�•�Á
�°�¯

�°
�®
�­

� 

��� 
�� T)1n(

)n(

]x...xx[X

u)X(b)X(fx
��

 �Ê�»�� �€�œ�¿�� �•�{�� �Y�• �� �€�·�Z�°�‡�Y�� �,�½�M�� �•�{�� �Ä�¯�� �º�Ë�€�Ì�³x ���½�Y�Â�À�Ÿ�� �Ä�]

���€�·�Z�°�‡�Y�� �Á�� �€�œ�¿�� �{�•�Â�»�� �Ê�m�Á�€�yu �Ê�»�� �µ�€�f�À�¯�� �É�{�Á�•�Á�� �½�Y�Â�À�Ÿ�� �Ä�] �|�‹�Z�]. �� �ž�]�Z�e�� �Ê�¸�¯�� �d�·�Z�u�� �•�{f(X) ���Ä�¯�� �d�‡�Y�� �Ê�˜�y�€�Ì�£�� �ž�]�Z�e�� �®�Ë

�|�Ÿ�� �•�Y�� �Ê�Ë�Ó�Z�]�� �½�Y�€�¯�� �Á�� �Ã�{�Â�^�¿�� �¹�Â�¸� �»�� �Z�¬�Ì�«�{�¹ �{�� �•�{�� �½�M�� �d�Ì� �˜�«�d�‡�Y�� �d�‡ �� ��Fff̂ �d��. �� �Ê�·�€�f�À�¯�� �Ã�€�Æ�]b(X) ���¹�Â�¸� �»�� �Z�¬�Ì�«�{�� �‚�Ì�¿

�½�Y�€�¯���Á���d�»�Ô�Ÿ���É�Y�•�Y�{���–�¬�§���Á���Ã�{�Â�^�¿ �d�‡�Y���Ê�•�z�Œ�»���É�Z�Å�� ��maxmin bbb0 �d�d��.  
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�Ê�»�� �Ä�°�À�Ë�Y�� �•�Y�� �d�‡�Y�� �c�•�Z�^�Ÿ�� �Ê�·�€�f�À�¯�� �Ä�¸�X�ˆ�»�� �µ�Z�u �� �d�·�Z�u�� �º�Ì�Å�Y�Â�yX���|�À�¿�Z�»�� �Ê�•�z�Œ�»�� �Á�� �½�Z�»�•�� �Z�]�� �€�Ì�¤�f�»�� �d�·�Z�u�� �,

�> �@T)1n(
dddd x...xxX ��� �� �� �¹�|�Ÿ�� �{�Â�m�Á�� �Z�]�� �Y�•�d�Ì� �˜�« �� �•�{f(X) �� �Áb(X) �|�À�¯�� �µ�Z�^�¿�{. ���µ�€�f�À�¯�� �µ�Z�À�´�Ì�‡�� �Z�]�� �º�Ì�Å�Y�Â�z�]�� �€�³�Y

���¶�j�»���É�{�Á�|�v�»u���|�Ë�Z�]���º�Ì�À�¯���Y�|�Ì�a���d�‡�{���Ê�]�Z�Ë�{�•���Ä�]���,Xd(0)=X(0) �|�‹�Z�].  

�Ê�»���¦�Ë�€� �e���€�Ë�•���c�•�Â�•���Ä�]���Y�•���‰�‚�¤�·���t�˜�‡���‚�Ì�¿���Á���Ê�]�Z�Ë�{�•���É�Z�˜�y���•�Y�{�€�]���,�•�Z�¯���Ä�»�Y�{�Y���•�{ �º�Ì�À�¯:  

�> �@T)1n(x~...x~x~XdXX~ ��� ��� ��  

x~
dt
d)t;X(s

1n��

�¸
�¹
�·

�¨
�©
�§ �O���  

���½�M���•�{���Ä�¯���€�f�»�Y�•�Z�a�O�•�Y�|�¬�»���®�Ë���, �d�]�Z�i �Ê�»���d�^�j�»���Á���ª�Ì�«�{ �|�‹�Z�] .�Ê�¿�•�Á���ž�¼�m���®�Ë���d�¬�Ì�¬�u���•�{���‚�Ì�¿���‰�‚�¤�·���t�˜�‡ (Weighted) ���•�Y

�Ê�»�� �Z�Å�Z�˜�y �|�‹�Z�]. �Ã�|�‹�� �¾�Ì� �»�� �Ä�Ì�·�Á�Y�� �–�Ë�Y�€�‹�� �¾�f�‹�Y�{�� �Z�]�� �Ä�¯�� �|�‹�� �|�Å�Y�Â�y�� �c�•�Â�•�� �¾�Ë�Y�� �Ä�]�� �Ä�¸�X�ˆ�»�� �µ�Z�u �� �•�€�‹X�{Xd �� �µ�{�Z� �»���Ê�«�Z�]

���t�˜�‡���É�Á�•���½�|�¿�Z�»S(t) �½�Z�»�•���É�Y�•�Y���Ä�] ���d�^�j�»���É�Z�Åt �{�Â�]���|�Å�Y�Â�y.  

�� �,�d�¬�Ì�¬�u�� �•�{s�{0 �½�Z�Ì�] ���,�•�Â�¯�~�»�� �Ä�Ì�·�Á�Y�� �–�Ë�Y�€�‹�� �Z�]�� �½�M�� �É�Z�f�°�Ë�� �¶�u�� �Ä�¯�� �d�‡�Y�� �Ê�˜�y�� �¶�Ì�ˆ�¿�Y�€�¨�Ë�{�� �Ä�·�{�Z� �»�� �®�Ë�� �€�³0X~ �{ �Ê�» �|�‹�Z�] .

���•�Y�{�€�]���Ê�]�Z�Ë�{�•���Ä�¸�X�ˆ�»���¾�Ë�Y�€�]�Z�À�]n-���É�|� �]Xd ���Ä�]���Ä�¸�X�ˆ�»���€�·�Z�°�‡�Y���¾�f�‹�Y�|�Æ�´�¿s �Ê�»���Y�|�Ì�a���¶�Ì�¸�¬�e���,�€�¨�•���•�Y�|�¬�»���•�{ �|�À�¯. ���•�Â�œ�À�»���¾�Ë�Y���É�Y�€�]

�|�Ë�Z�]���€�Ë�•���•�€�‹ �|�‹�Z�]���•�Y�€�«�€�]���‰�‚�¤�·���t�˜�‡���½�Á�€�Ì�]���•�{:  

|s|s
dt
d

2
1 2 �K���d  

���€�f�»�Y�•�Z�a���½�M���•�{���Ä�¯�K �Ê�»���d�^�j�»���Á���ª�Ì�«�{���d�]�Z�i���•�Y�|�¬�»���®�Ë �|�‹�Z�]. �d�‡�Y���Ã�|�‹���Ã�|�Ì�Œ�¯���€�Ë�Â�•�e���Ä�]���€�Ë�•���¶�°�‹���•�{���•�€�‹���¾�Ë�Y.  
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���¶�°�‹1 - �‰�‚�¤�·���•�€�‹  

���Z�”�§���Ä�˜�¬�¿���€�Å���•�Y���d�‡�Y���Ê� �Ì�^�—)���•�Y���€�Ì�£s=0 (���,�º�Ì�À�¯���•�Á�€�‹���c�Y�€�Ì�Ì�¤�es2 )�d�‡�Y���t�˜�‡���•�Y���Ä�¸�•�Z�§���É�€�Ì�^� �e���Ä�]���Ä�¯ (���½�Z�»�•���Ä�]���d�^�ˆ�¿

�{�Â�]���|�Å�Y�Â�y���Ê�¨�À�» .�� �®�Ë���,�t�˜�‡���¾�Ë�Y���Y�~�·�Ä�Ÿ�Â�¼�n�» �€�Ì�¤�f�Ë�Ó (Invariant Set) �� �Ê�À� �Ë���,�d�‡�Y���¹�Z�¼�ex~�� �Z�Å���t�˜�‡���É�Á�•���€�¨�•���É�Á�Z�ˆ�»

�|�À�f�ˆ�Å. ���€�f�»�Y�•�Z�a�K �»�•���‚�Ì�¿�Ê�»���¾�Ì�Ì� �e���Y�•���t�˜�‡���Ä�]���½�|�Ì�‡�•���½�Z �|�À�¯:  

�� ��
�K

� 
� 

0ts
t reach  

���é�ª�ó�ª�!���é�ª�ó�ª�!CChhaatt tteerr iinngg  

�� �µ�€�f�À�¯�� �½�Â�¿�Z�«�� �Ä�¯�� �d�‡�Y�� �Ê�Æ�Ë�|�]�� �,�d�Ì� �˜�«�� �¹�|�Ÿ�� �{�Â�m�Á�� �Ä�]�� �Ä�m�Â�e�� �Z�]u �� �‘�€�Ÿ�� �•�{�� �|�Ë�Z�]s(t) ���Ä�f�‡�Â�Ì�a�Z�¿�� �c�•�Â�•�� �Ä�]

(Discontinuous) �|�‹�Z�] .�Ã�{�Z�Ì�a�� �Ä�°�À�Ë�Y�� �Ä�]�� �€�œ�¿ �²�À�Ì�r�Ì�W�Â�‡�� �É�•�Z�‡ �¶�»�Z�¯�Z�¿�� �Z�»�Á�‚�·�� �Ä�—�Â�]�€�»�� �µ�€�f�À�¯�� �É�Z�Å (Imperfect) ���Y�~�·�� �,�d�‡�Y

�Ã�|�Ë�|�a���Š�Ë�Y�|�Ì�a���Ä�]���€�n�À�» ���¹�Z�¿���Ä�]���É�YChattering �|�‹���|�Å�Y�Â�y .�d�‡�Y���Ã�|�‹���Ã�|�Ì�Œ�¯���€�Ë�Â�•�e���Ä�]���€�Ë�•���¶�°�‹���•�{���Ã�|�Ë�|�a���¾�Ë�Y.  
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���¶�°�‹2 - ���Ã�|�Ë�|�aChattering 

�� �Ã�|�Ë�|�a�� �Ä�°�À�Ë�Y�� �Ä�]�� �Ä�m�Â�e�� �Z�]Chattering �� �º�f�ˆ�Ì�‡�� �É�Ó�Z�]�� �†�¿�Z�¯�€�§�� �É�Z�Å�|�9�»�� �®�Ë�€�v�e�� �h�Ÿ�Z�]�� �Y�~�·���,�d�‡�Ó�Z�]�� �†�¿�Z�¯�€�§�� �Ã�|�Ë�|�a�� �®�Ë)���Ä�¯

�d�Ì� �˜�«���¹�|�Ÿ���Á�‚�m �|�À�f�ˆ�Å���Ã�|�Œ�¿���µ�|�»���Á���Ä�f�§�Z�Ì�¿���•�Z�f�y�Z�‡���É�Z�Å (�µ�€�f�À�¯���Ê�Ë�M�•�Z�¯���Á���Ã�|�‹ �¯�Ê�»���µ�Y�Â�X�‡���€�Ë�•���Y�•���Ã�|�À�À �{�€�].  

�� �,�¶�°�Œ�»���¾�Ë�Y���ž�§�•���É�Y�€�]�½�{�€�¯���º�Ë�Ô�»���Z�] (Smoothing) ���Ä�f�‡�Â�Ì�a�Z�¿���µ�€�f�À�¯���½�Â�¿�Z�«���\�‡�Z�À�»u�Ê�»���, �� �Ä�]���½�Y�Â�e���¾�Ì�]�� �Ä�À�Ì�Æ�]���Ä�v�·�Z�•�»���®�Ë

�d�§�Z�Ë���d�‡�{���Ê�]�Z�Ë�{�•���d�«�{���Á���µ�€�f�À�¯���|�¿�Z�]���É�Z�À�Æ�a. ���®�Ë���¦�Ë�€� �e���Z�]���•�Z�¯���¾�Ë�Y�É�•�€�»���Ä�Ë�Ó (Boundary Layer) ���Ê�´�Ë�Z�ˆ�¼�Å���•�{���­�•�Z�¿

�Ê�»���¹�Z�n�¿�Y���€�Ë�•���c�•�Â�•���Ä�]���²�À�Ì�r�Ì�W�Â�‡���ž�˜�‡ �{�Â�‹:  

�^ �` 0,|)t;X(s|,x)t( �!�)�)�d� �E  

���Ê�Æ�Ë�|�]���‚�Ì�¿���Z�n�À�Ë�Y���•�{���d�‡�Y���t�˜�‡���Ä�¯�E �Ê�»���€�Ì�¤�f�Ë�Ó���Ä�Ÿ�Â�¼�n�»���®�Ë���‚�Ì�¿ �|�‹�Z�].  

�ê�’�³�Ž�¤�ã�ê�’�³�Ž�¤�ã  �Ý�®�˜�è�Û���å�î�ç�Ž�×�Ý�®�˜�è�Û���å�î�ç�Ž�×  

�� �µ�€�f�À�¯�� �½�Â�¿�Z�«u �� �d�¼�ˆ�«�� �Á�{�� �•�Yueq �� �Áurobustifying �d�‡�Y�� �Ã�|�‹�� �¶�Ì�°�Œ�e. ���‰�‚�¤�·�� �t�˜�‡�� �É�Y�€�]x~
dt
ds �¸

�¹
�·

�¨
�©
�§ �O���  ���d�·�Z�u�� �É�Y�€�]�� �Á

b=1���,���µ�€�f�À�¯���½�Â�¿�Z�«)���É�Y�€�]s=0( �Ê�»���Ä�^�‡�Z�v�»���€�Ë�•���c�•�Â�•���Ä�] �{�Â�‹:  

�°
�¯

�°
�®

�­

�d��

�K��� 

��� 

F|ff̂|

FK

)s(KSgnuu eq

 

���,�½�M���•�{���Ä�¯f̂ ���•�Y���Ê�À�Ì�¼�z�ef �Ê�» �|�‹�Z�].  
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�� �€�³�Y�� �µ�Z�ub ���Ã�•�Z�]�� �•�{�� �Ê�•�z�Œ�»�� �d�Ì� �˜�«�� �¹�|�Ÿ�� �É�Y�•�Y�{maxmin bbb0 �d�d�� ���c�•�Â�•�� �Ä�]�� �Y�•�� �½�M�� �¾�Ì�¼�z�e�� �Á�� �Ã�{�Â�]

maxminbbb̂ �  ���c�•�Â�•�� �Ä�]�� �Ã�€�Æ�]�� �Ä�Ì�‹�Z�u�� �¦�Ë�€� �e�� �Z�]�� �,�º�Ë�€�Ì�´�]�� �€�œ�¿�� �•�{

�°
�°
�¯

�°
�°
�®

�­

�E�d�d�E

� �E

��

b
b̂

b
b

1

min

max

�� �,�� �µ�€�f�À�¯�� �½�Â�¿�Z�«u ���€�Ë�•�� �c�•�Â�•�� �Ä�]

�Ê�»���Ä�^�‡�Z�v�» �{�Â�‹:  

�> �@
�°�¯

�°
�®
�­

���E���K���E�t

��� ��

|u|)1()F(K

)s(KSgnub̂u

eq

eq
1

 

�� �Ã�|�Ë�|�a���ž�§�•���É�Y�€�]���º�Ì�Å�Y�Â�z�]���€�³�Y���µ�Z�uChattering���,���t�˜�‡s=0 ���c�•�Â�•���Ä�]���Y�•|s|�d�) ���ž�]�Z�e���É�Z�m���Ä�]���,�º�Ì�À�¯���¦�Ë�€� �eSgn(s) ���•�Y

���ž�]�Z�e�¸
�¹
�·

�¨
�©
�§

�)
sSat �Ê�»���Ã�{�Z�¨�f�‡�Y �º�Ì�À�¯ .�Ê�»�•�{���€�Ë�•���c�•�Â�•���Ä�]���©�Â�§���d�·�Z�u���Á�{���É�Y�€�]���µ�€�f�À�¯���½�Â�¿�Z�«���c�•�Â�•���¾�Ë�Y���•�{ �|�Ë�M:  

�°
�°
�¯

�°
�°
�®

�­

�»
�¼

�º
�«
�¬

�ª
�¸
�¹

�·
�¨
�©

�§
�)

��� 

�¸
�¹
�·

�¨
�©
�§

�)
��� 

�� sKSatub̂u

sKSatuu

eq
1

eq

 

���Ä�¯���d�‡�Y���É�•�Á�€�“���Ä�f�°�¿���¾�Ë�Y���€�¯�}���t�˜�‡���¦�Ë�€� �e���Z�]|s|�d�)���É�Z�m���Ä�]���Ê�]�Z�Ë�{�•���Ä�¸�X�ˆ�»���,P.T. ���d�«�{���Z�]���Ê�]�Z�Ë�{�•���Ä�]�H �Ê�»���¶�Ë�|�^�e �{�Â�‹ ���Ä�¯

���Ä�˜�]�Y�•���•�Y���d�«�{���¾�Ë�Y���½�Y�‚�Ì�»1n���O
�)

� �H �Ê�»���d�‡�{���Ä�] �|�Ë�M.  

�¶�°�‹���Á���¦�Ë�•�Z� �e ���ž�]�Z�e���Á�{���Ä�]���•�Â�]�€�»���É�Z�ÅSgn ���ÁSat �Ê�»���€�Ë�•���c�•�Â�•���Ä�] �|�‹�Z�]:  

�¯
�®
�­

����

�t��
� 

0y1
0y1

)y(Sgn  

 

�°�¯

�°
�®
�­

�!

�d
� 

1y)y(Sgn

1yy
)y(Sat  
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���¶�°�‹3 - ���ž�]�Y�Â�eSgn ���ÁSat 

�•�û�©�Ž�Ì�ã�•�û�©�Ž�Ì�ã  �ò�Ü�ô�ã�Ž�è�ó�©�ò�Ü�ô�ã�Ž�è�ó�©  ���â�˜�´�ô�³���â�˜�´�ô�³BBaall ll   AAnndd  BBeeaamm  

���É�Z�”�§���c�Ó�{�Z� �»���s�€�‹���Ä�]���Ä�v�¨�•���Á���_�Â�e���º�f�ˆ�Ì�‡���µ�|�»�d�‡�Y���€�Ë�•���–�]�Y�Á�•���ª�^�—���d�·�Z�u:  

  

�|�À�‹�Z�]���Ê�»���€�Ë�•���c�•�Â�•���Ä�]���Ã�|�‹���É�•�Z�‡���Ê�˜�y���c�Ó�{�Z� �»:  

���\�Ë�€�“���Ä�¯k �Ûg = 7 �d�‡�Y .  

�d�‡�Y���Ã�|�‹���Ã�{�Z�¨�f�‡�Y���¶�Ë�|�^�e���ž�]�Z�e���Á���d�·�Z�u���É�Z�”�§���Ã�•�Â�u���•�{���Ê�˜�y���c�Ó�{�Z� �»���•�Y���Ã�ƒ�Á�€�a���¾�Ë�Y���•�{ .�¶�Ë�|�^�e���ž�]�Z�e���Ä�¯ ���Ä�]���º�f�ˆ�Ì�‡

�d�‡�Y���Ã�|�»�M���€�Ë�•���–�]�Y�Á�•���•�{���Ê�ˆ�Ë�€�e�Z�»���¹�€�§:  
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�é�©�Ž�ô�!�é�©�Ž�ô�!  �ê�ô�’�·���í���ñ�¯�Ž�³�ê�ô�’�·���í���ñ�¯�Ž�³  ���­�©���â�˜�´�ô�³���ñ�¯�Ž�³���­�©���â�˜�´�ô�³���ñ�¯�Ž�³�Ú�è�ô�ß�î�ä�ô�³�Ú�è�ô�ß�î�ä�ô�³  

�d�‡�Y���Ã�|�»�M���€�Ë�•���¶�°�‹���•�{���®�À�Ì�·�Â�¼�Ì�‡���Ä�»�Z�¿�€�]���Ê�¸�¯���É�Z�¼�‹: 

  
 

���¶�°�‹)4 (�Ä�Ì�^�‹���c�Z�]�•���º�f�ˆ�Ì�‡ �®�À�Ì�·�Â�¼�Ì�‡���Z�]���Ã�|�‹���É�•�Z�‡ 

�¶�°�‹���•�{ ���€�Ë�•���É�Z�Å�º�f�ˆ�Ì�‡�€�Ë�• �d�‡�Y���Ã�|�»�M���‚�Ì�¿���Ä�—�Â�]�€�»���É�Z�Å:  
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���¶�°�‹)5 (�c�Z�]�•���µ�|�»���º�f�ˆ�Ì�‡�€�Ë�•  

  
���¶�°�‹)6 (�ž�m�€�»���µ�|�»���º�f�ˆ�Ì�‡�€�Ë�•  
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�ê�à�!���ñ�©�í�­�í���Ý�Ž�ä�Ë�•�ê�à�!���ñ�©�í�­�í���Ý�Ž�ä�Ë�•  

���Ä�À�»�Y�{���Z�]���Ä�¸�a���É�{�Á�•�Á���µ�Z�¼�Ÿ�Y���Z�]1 ���Ä�]���Ê�·�Z�¼�Ÿ�Y���É�Z�Å�•�Á�Z�f�Œ�³���,�Ê�m�Á�€�y���É�Z�Ë�Y�Á�•���Ä�]���•�Â�]�€�»���É�Z�Å�•�Y�{�Â�¼�¿���,�É�{�Á�•�Á���Ä�‡���€�Å���Ä�]joint���É�Z�Å

���Ä�‡���Ä�]���•�Â�]�€�»���ª�]�Z�˜�e���É�Z�Å�Z�˜�y���‚�Ì�¿���Á���c�Z�]�•link �d�‡�Y���Ã�|�»�M���Ä�»�Y�{�Y���•�{:  

  

 

 

���¶�°�‹)7 (�•�Y�{�Â�¼�¿ ���É�Z�Ë�Y�Á�•�T1���,�T2 ���Á�T3 
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���¶�°�‹)8 (�•�Y�{�Â�¼�¿ ���É�Z�Å�•�Á�Z�f�Œ�³�W1���,�W2 ���Á�W3 

  

�ò�³�î�è�ô�³���ñ�©�í�­�í���Ý�Ž�ä�Ë�•�ò�³�î�è�ô�³���ñ�©�í�­�í���Ý�Ž�ä�Ë�•  

�Ä�À�»�Y�{���Z�]���Ê�‡�Â�À�Ì�‡���É�{�Á�•�Á���µ�Z�¼�Ÿ�Y���Z�] �� �¦�¸�f�z�»���É�Z�Å1�� �,2 �� �Á3 �� �†�¿�Z�¯�€�§���ÁHz 1 ���É�Z�Ë�Y�Á�•���Ä�]���•�Â�]�€�»���É�Z�Å�•�Y�{�Â�¼�¿���,�É�{�Á�•�Á���Ä�‡���Ä�]

���Ä�]���Ê�·�Z�¼�Ÿ�Y���É�Z�Å�•�Á�Z�f�Œ�³���,�Ê�m�Á�€�yjoint���Ä�‡���Ä�]���•�Â�]�€�»���ª�]�Z�˜�e���É�Z�Å�Z�˜�y���‚�Ì�¿���Á���c�Z�]�•���É�Z�Ålink �‡�Y���Ã�|�»�M���Ä�»�Y�{�Y���•�{�d:  
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���¶�°�‹)9 (�•�Y�{�Â�¼�¿ ���É�Z�Ë�Y�Á�•�T1���,�T2 ���Á�T3  
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���¶�°�‹)10 (�•�Y�{�Â�¼�¿ ���É�Z�Å�•�Á�Z�f�Œ�³�W1���,�W2 ���Á�W3 
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�ê� �ô�˜�ç�ê� �ô�˜�ç  �ñ�®�ô�3�ñ�®�ô�3  

�� �Ã�|�Å�Z�Œ�»�� �Z�]�Ê�»�� �Ž�z�Œ�»�� �Ä�—�Â�]�€�»�� �É�Z�Å�•�Y�{�Â�¼�¿ �{�Â�‹�, �½�Z�¼�Å �•�{�� �Ä�¯�•�Â�— ���•�Y�� �Ê�°�Ë�� �Ê�¬�Ì�^�˜�e�� �µ�€�f�À�¯�� �‰�Á�•�� �,�|�‹�� �Ã�•�Z�‹�Y�� �‚�Ì�¿�� �Ä�»�|�¬�»

�‰�Á�• �Ê�»���®�Ì�e�Z�]�•���µ�€�f�À�¯���Ä�À�Ì�»�•���•�{���ª�§�Â�»���Á���[�Â�y���É�Z�Å �|�‹�Z�] .���d�Ë�•�Â�»�Z�»���Ê�]�Â�y���Ä�]���Ä�f�ˆ�¿�Y�Â�e���Z�»���º�Ì�œ�À�e���¶�]�Z�«���º�f�ˆ�Ì�‡���Ä�¯���d�‡�Y���Ê�Æ�Ë�|�]

���ž�m�€�»���µ�|�»���•�Z�f�§�•���Ä�]���Y�•���c�Z�]�•���º�f�ˆ�Ì�‡���•�Z�f�§�•���Á���Ã�{�Y�{���¹�Z�n�¿�Y���Y�•���{�Â�y�{�‚�¿�®�Ë �|�À�¯ .�Ê�»���Ã�|�Å�Z�Œ�»���¾�¼�“���•�{ ���Ä�]���º�f�ˆ�Ì�‡���x�‡�Z�a���Ä�¯���{�Â�‹

�Ê�»���Ä�¸�a���É�{�Á�•�Á���•�Y���€�f�Æ�]���\�e�Y�€�»���Ä�]���Ê�‡�Â�À�Ì�‡���É�{�Á�•�Á �|�‹�Z�].  

  

  

  

  

  

�®�ã�®�ã�•�•�Ê�Ÿ�Ê�Ÿ  

*  Kevin M. Lynch, Naoji Shiroma, Hirohiko Arai, Kazuo Tanie,"Collision -Free 
Trajectory Planinig for a 3-DOF Robot with a Passive Joint",  International  journal of  
Robotic Research, 2000. 


